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ABSTRAKT
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ÚVOD
Tato práce se zabývá vizualizací základních statických úloh pomocí metod počíta-
čové grafiky.
Hlavní náplní práce je vytvoření programu, který by tuto vizualizaci zajišťoval.
Důraz je přitom kladen na názornost postupu, který se snaží kopírovat postup, jaký
by se použil při řešení dané úlohy bez použití počítače.
Předně je třeba vymezit, jakými základními úlohami statiky se budeme zabývat
a jakým způsobem se tyto úlohy budou vizualizovat.
Ze základních typů statických úloh se omezíme na namáhání jednoduchého pru-
tového tělesa, jehož střednicí je po částech úsečka. Průřezy kolmé ke střednici jsou
základní tvary (kruh, čtverec, obdélník). Z různých typů zátěže se omezíme na osa-
mělé síly a silové dvojice.
Vzhledem k tomu, že se v práci snažíme o vizualizaci daných úloh a nikoliv jejich
přesné řešení, můžeme si dovolit zanedbat mnoho faktorů, které by jinak přesné
řešení zanedbat nedovolovalo. Ze stejného důvodu není v softwarové části práce
použito nejefektivnějších či nejobecnějších postupů k výpočtům napětí v součásti
(myslíme tím například metodu konečných prvků). Dále se v této práci nebudeme
zabývat koncentracemi napětí v ohybech prutu a nebo v místech se změnou průřezu.
Programu umožňuje zadávání, editace a následné vykreslování uživatelem zadané
součásti. Dále pak zobrazení průběhu sil, momentu a napětí po její střednici.
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1 ZÁKLADNÍ POZNATKY STATIKY A PRUŽ-
NOSTI PEVNOSTI
1.1 Prutové těleso
Def.: Prut v PP (Pružnost Pevnost) je nejjednodušším teoretickým modelem reál-
ného tělesa, které splňuje jisté geometrické, vazbové, zatěžovací, deformační a na-
pjatostní předpoklady (označujeme je jako prutové předpoklady).
Prutové předpoklady:
a) předpoklady geometrické:
- Prut je určen střednicí ν, a v každém bodě střednice příčným průřezem ψ.
- Střednice ν je spojitá a hladká křivka konečné délky.
- Příčný průřez je jednoduše nebo vícenásobně souvislá oblast, ohraničená obry-
sovou křivkou, matematicky ji popisujeme charakteristikami příčného průřezu.
- Délka střednice je vždy podstatně větší než největší rozměr příčného průřezu.
b) předpoklady vazbové a zatěžovací:
- Vazby omezují jen posuvy a úhly natočení střednice.
- Zatížení je soustředěno na střednici, tj. silovým působením na prut jsou osa-
mělé nebo liniové síly a silové dvojice s působištěm na střednici
c) předpoklady deformační:
- Střednice zůstává v procesu deformace spojitá a hladká.
- Průřezy v procesu deformace zůstávají rovinné a kolmé k deformované střed-
nici, pouze se vzájemně oddalují, přibližují, natáčejí kolem osy ležící v příčném
průřezu a deformují, natáčejí kolem osy kolmé k příčnému průřezu a nedefor-
mují, posouvají kolmo ke střednici.
d) předpoklady napjatostní:
Napjatost v bodě prutu je určena normálovým a smykovým napětím v příčném
řezu vedeném tímto bodem; ostatní složky tenzoru napětí jsou nulové. [5]
Zavedení střednice nám umožňuje reálné těleso nahradit teoretickou křivkou,
pro kterou lze relativně snadno stanovit výsledné vnitřní účinky (VVÚ). V této
práci se omezíme na přímé pruty. Jejich střednice je úsečka, respektive lomená čára.
1.2 Vazby
V této kapitole nejprve uvedeme, definici vazby:
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”Vazba je spojení hmotných objektů, které umožnuje jejich interakci a je vyme-
zena veličinami.”
Pro tuto práci je podstatné, že každá vazba odebírá určitý počet stupňů volnosti
a tím omezuje pohyblivost tělesa. Odebraným stupňům volnosti odpovídají neznámé
parametry vazby, které pro staticky určité úlohy lze snadno spočíst.
Typy vazeb používáné ve 2D a 3D prostoru uvádí následující tabulky převzaté
ze skript [4, Mechanika těles I]:
Základní typy vazeb v rovině
Název Značka Schéma VA ϕA Uvolnění ζ
vx vy ωz Fx Fy Mz
Obecná o 6= 0 0 6= 0 0 Fy 0 1
Rotační r 0 0 6= 0 Fx Fy 0 2
Posuvná p 6= 0 0 0 0 Fy Mz 2
Vetknutí n 0 0 0 Fx Fy Mz 3
Základní typy vazeb v prostoru
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Název Značka Schéma VA ϕA Uvolnění ζ
vx vy vz Fx Fy Fz
ωx ωy ωz Mx My Mz
Obecná o 0 6= 0 6= 0 Fx 0 0 1
6= 0 6= 0 6= 0 0 0 0
Sférická s 0 0 0 Fx Fy Fz 3
6= 0 6= 0 6= 0 0 0 0
Rotační r 0 0 0 Fx Fy Fz 5
6= 0 0 0 0 My Mz
Posuvná p 6= 0 0 0 0 Fy Fz 5
0 0 0 Mx My Mz
Rotačně rp 6= 0 0 0 0 Fy Fz 4
posuvná 6= 0 0 0 0 My Mz
Sféricko sp 6= 0 0 0 0 Fy Fz 2
posuvná 6= 0 6= 0 6= 0 0 0 0
Plochá pl 6= 0 6= 0 0 0 Fy Fz 3
0 6= 0 6= 0 0 0 0
Vetknutí n 0 0 0 Fx Fy Fz 6
0 0 0 Mx My Mz
Šroubová š 6= 0 0 0 0 Fy Fz 5
0 0 0 Mx My Mz
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V této práci (potažmo programu) se zabýváme pouze některými z výše uvede-
ných vazeb. Jejich konkrétní výčet a schématické značky užité v programu, uvádíme
v následující tabulce.
Název v programu Značka 2D 3D
Podpora Obecná Obecná
Rotační Rotační Sférická
Posuvná Posuvná Rotačně posuvná
Vetknutí Vetknutí Vetknutí
1.3 Statická rovnováha
U posuzování problému z pohledu statiky je pro nás podstatný pojem statické rov-
nováhy. Ve skriptech [4, Technická mechanika I] se uvádí:
Axiom o příčinné souvislosti mechanického pohybu a silového působení na těleso
T:
a) Těleso zůstává v klidu nebo v rovnoměrném pohybu, pokud není vnějšími
okolnostmi nuceno tento stav změnit.
















Statická rovnováha je stav, kdy jsou výsledné silové a momentové vektory, pů-
sobících na dané těleso, rovny nulovému vektoru.
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2 METODY POČÍTAČOVÉ GRAFIKY
2.1 Graf funkce y = f (x)
Mějme zadanou funkci y = f(x), kterou chceme vykreslit pro x ∈< a, b >. Graf této
funkce se dá v počítačové grafice interpolovat pomocí lomené čáry (viz. obr. 2.1).
Body této lomené čáry jsou Xi = [xi, f(xi)]. Kde xi je vhodné dostatečně jemné
dělení intervalu < a, b >.




xi = a+ hi, pro i = 0, 1, . . . , n
Obr. 2.1: Aproximace funkce f(x) lomenou čárou
V některých případech je názorné kreslit grafy funkcí y = f(x) v různých sou-
řadných soustavách, pro různé intervaly < ai, ai+1 >, v rámci jednoho grafu viz. obr.
2.2
Graf vyhovující následující konstrukci budeme v této práci dále označovat jako
”lomený graf”. Zadaný interval < a, b > rozdělíme na úseky < ai, ai+1 >, pro které
platí:
< a, b >=
⋃
i < ai, ai+1 >
ai−1 < ai, pro i = 1, 2, . . . , n
a0 = a
an = b
n je počet různých směrů
Na i-tém intervalu zavedeme lokální souřadnou soustavu s počátkem v bodě ai
a osami xi a yi. V této soustavě pak vykreslíme graf funkce f(x) klasickým (výše
zmíněným) postupem.
Pro lepší čitelnost ”lomeného grafu” lze v některých hodnotách dílčího dělení
intervalu < ai, ai+1 > vykreslovat hodnoty funkce pomocí úseček XiXoi, kde Xi =
[xi, f(xi)] a Xoi = [xi, 0] (vyjádřeno v lokální soustavě).
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Obr. 2.2: Lomený graf funkce y = f(x)
2.2 Lomené čáry
Def.: Nechť A1, A2, . . . , An je množina bodů v prostoru, pak množinu úseček
A1A2, A2A3, . . . , An−1An nazýváme lomenou čárou.
Souřadnice libovolného bodu X, ležícího na lomené čáře, lze vyjádřit pomocí
dvou po sobě jdoucích bodů lomené čáry AiAi+1, kde 1 ≤ i ≤ n − 1 a parametru
t ∈< 0, 1 >, který odpovídá poměru délek |AiX||AiAi+1| .
X = Ai + t · −−−−→AiAi+1
2.3 Zobrazování 3D plochy – malířův algoritmus
Tento algoritmus se užívá k vykreslování 3D ploch. Zajišťuje viditelnost a správné
nasvětlení ploch. Základní princip této metody spočívá v postupném vykreslování
malých částí ploch od nejvzdálenějších po nejbližší (podobně jako malíř postupně
překreslující obraz). Tím je zajištěno, že nakonec zůstanou nejbližší plochy k pozo-
rovateli viditelné. V praxi je třeba plochu rozdělit na množinu disjunktních plošek,
které pokryjí celou zadanou plochu. K tomu lze například užít parametrického vyjá-
dření plochy, ve kterém provedeme ekvidistantní dělení obou parametrů. V paramet-
rické rovině tak získáváme obdélníkové oblasti. Na vykreslované ploše jim odpovídá
množina čtyřúhelníků aproximujících zadanou plochu. Ke každé plošce se spočte
vzdálenost od pozorovatele a množina plošek se podle této hodnoty uspořádá.
Intenzita nasvětlení každé plošky je úměrná obsahu průřezu dopadajících pa-
prsků v kolmé rovině na jejich směr ku obsahu nasvětlované plošky. Viz. obr. 2.3
S · · · plocha plošky
S ′ · · · obsah průřezů paprsků v kolmé rovině
Intenzitu nasvětlení vyjádříme pomocí koeficientu α = S ′/S, α ∈< 0, 1 >
Z trojúhelníku (viz. obr. 2.4) se dá vyjádřit S ′ = S cosϕ,
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Obr. 2.3: Ilustrace intenzity nasvětlení
α = S ′/S = cosϕ
Obr. 2.4: Ilustrace výpočtu koef. nasvětlení
cosϕ získáme ze vztahu pro vektorový součin:
|−→u ×−→s | = cosϕ · |−→n | · |−→s |
α = cosϕ · (|−→u ×−→s |/|−→n | · |−→s |)
Ke každé (ABCD viz obr.) se spočte normálový vektor, jako vektorový součin








Ošetří se tím případy, kdy čtyřúhelník zdegeneruje na trojúhelník, ve kterém
A = D nebo A = B.
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3 PROGRAM A JEHO STĚŽEJNÍ ALGORITMY
V této části práce budou ve zjednodušené formě popsány algoritmy, které jsou
pro chod programu stěžejní.
3.1 Editace součásti (křivky reprezentující střed-
nici)
V této kapitole uvedeme, jakým způsobem se v programu reprezentuje zadávaná
součást a jakým způsobem probíhají různé typy její editace.
Základní strukturou pro modelování prutové součásti je její střednice (v této
práci se omezujeme pouze na střednici reprezentovanou lomenou čárou). Ke střed-
nici dále vážeme informace o jejím průřezu, vazbách, zatíženích. Konkrétněji tyto
struktury uvádí stejnojmenná podkapitola.
V dalším se zabýváme jednotlivými typy editace součásti, jako je prodlužování
střednice, posouvání, vkládání a mazání jejich bodů.
3.1.1 Struktury
Střednice:
Střednice je lomená čára. Uchovává se tedy jako posloupnost bodů Ai s jejich
polohovými vektory. Dva po sobě jdoucí body AiAi+1 tvoří úsečku, odpovídající i-
tému úseku na střednici. Ke každému úseku se připojují informace o tvaru průřezu.
Průřez:
V programu se omezujeme na součásti s průřezem základních tvarů. Po průře-
zech v rámci jednoho segmentu požadujeme, aby měly stejný tvar a jejich rozměry
byly maximálně lineární funkcí polohy na tomto úseku. Základními tvary implemen-
tovanými do programu jsou: kruh, čtverec, obdélník.
Prakticky se pro každý úsek uchovává jedna informace o tvaru. Pro oba konce
úseku A,B se dále uchovává patřičný počet parametrů potřebný k určení rozměru
daného tvaru.
Zatížení:
Zatěžovací síly a momenty se uchovávají v jednom seznamu. Každá položka
tohoto seznamu je charakterizovaná:
- typem - síla nebo moment
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- směrovým vektorem - pro zátěžnou sílu udává směr i velikost této síly; pro mo-
ment udává vektor směr osy a jeho velikost odpovídá velikosti působícího mo-
mentu;
- působištěm - Označme si úsek AiAi+1, na kterém daná zátěž působí. Působiště
udávají dva parametry - ”referenční bod” a ”t”. Za referenční bod se pova-
žuje ten bod daného úseku, který má menší index. V praxi se pak ukládá
pouze index tohoto bodu (v našem případě tedy i). Parametr t udává poměr
vzdálenosti působiště od referenčního bodu ku délce daného úseku.
Pro referenční bod Ai lze polohu působiště vyjádřit vztahem:
−→r = Ai + t ∗ −−−−→AiAi+1
Vazby:
Z pohledu struktur jsou vazby až na pár drobných odlišností totožný se struktu-
rou zátěžných sil a proto je zde již nebudeme podrobněji uvádět.
Kóty:
Kóty se udržují v samostatném seznamu. Každá kóta je charakterizována svým
typem, dvojicí kótovaných bodů (A,B), osou, případně rovinou, ve které kótujeme,
svou velikostí a dalšími údaji.
- typ - udává, zda jde o přímou nebo šikmou kótu
- body A,B - jsou kótované body (konkrétně se ukládají indexy těchto bodů)
- směr - pro přímé kóty udává souřadnou osu v jejímž směru leží kótovaná
vzdálenost; pro případ šikmých kót udává, ve které rovině kóta leží
- velikost údává vzájemnou vzdálenost bodů A,B ve výše specifikovaném směru
3.1.2 Označení bodu
Tento problém se v programu vyskytuje ve více variantách, které jsou si však po-
dobny. V tomto textu bude blíže popsána verze, která je v programu implementována
v metodě OznacBod(mouse, osy, rov) a slouží k rozpoznání a označení bodu lomené
čáry, na který uživatel kliknul myší v editačním okně. Smyslem je najít bod lomené
čáry, jehož vzdálenost od kurzoru se bude na monitoru jevit jako nejmenší ze všech
bodů lomené čáry. Vzdálenost přitom bude menší než určitá zvolená mez.
Jako vstupní údaje máme 2D vektor mouse, který udává polohu kurzoru ve vy-
kreslovacím okně v souřadném systému okna. Tento vektor se transformuje do sou-
řadné soustavy zadávané součásti.
mouse⇒M
Samotný algoritmus spočívá v procházení všech zadaných bodů lomené čáry
Xi, kde i = 0, . . . , n. Hledá se index i, pro který bude vzdálenost kurzoru a bodu
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Xi jevící se v editačním 2D okně nejmenší a současně menší než mezní hodnota.
Mezní hodnota této vzdálenosti tvoří ve 2D okně kružnici o poloměru rovném této
mezní hodnotě. Středem této kružnice je bod učený kurzorem myši. Vyjádříme-li
tuto kružnici v souřadné soustavě součásti, tak obecně dostaneme vyjádření elipsy
s poloosami osa.x a osa.y (viz. obr. 3.1) Tyto hodnoty jsou též vstupem metody
OznacBod(mouse, osy, rov).
Obr. 3.1: Trasformace z 2D okna do soustavy součásti
K výpočtu vzdálenosti užijeme rozdíl souřadnic v ose x: |M.x–Xi.x|. Podělením
hodnotou poloosy x, dostaneme vzdálenost v ose x souřadné soustavy, kde mezní
hodnota tvoří kružnici o poloměru 1. Analogicky sestavíme vztah v ose y. Z Pytha-










Bod s nejmenší vzdáleností, která splňuje d ≤ 1, je hledaný bod. Nalezený bod
se označí.
3.1.3 Přídávání bodu střednice
Body střednice se přidávají na začátek nebo na konec, tedy před první nebo za po-
slední bod střednice. V případě, že se nový bod vkládá na začátek, se navíc posunou
indexy referenčních bodů všech sil a vazeb o jedna. Poloha nového bodu se předna-
staví kliknutím myši ve 2D okně (poloha kurzoru myši se transformuje do souřadné
soustavy zadané součásti). Tím se získají dvě složky polohy, třetí se pak předna-
staví na nulovou hodnotu. Informace o profilu nově vzniklého úseku se zkopírují
z aktuálního stavu parametru z nástrojové lišty v témže 2D okně.
Takto vytvořený bod může uživatel volně posouvat (zvláště pak ve směru, kde
byla přednastavena nulová hodnota) a následně zakótovat, čímž bude přesně určena
požadovaná poloha bodu.
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3.1.4 Posouvání, vkládání a mazání bodu střednice
Posouvání bodu se provádí v několika krocích:
Prvním krokem se rozpoznává, zda se kurzor myši nachází (s určitou tolerancí)
na některém z bodů střednice, v okamžiku, kdy dojde ke stlačení levého tlačítka
myši. Tento problém řeší jedna z modifikací algoritmu ”Označení bodu” uvedená
výše.
V druhém kroku se sleduje pohyb korzoru, dokud nedojde k uvolnění tlačítka
myši. Při každém pohybu se vektor změny polohy transformuje na vektor v souřad-
nicích součásti. Následně se o tento vektor posune daný bod. Pokud je tento bod
pomocí kót spřažený s dalšími body, pak se posunou i tyto zbylé body v osách,
v nichž jsou zakótovány.
Vkládání bodu se podobá vytváření nového bodu na konci střednice. Je však
třeba ošetřit několik náležitostí.
Předně se musí posunout indexy všech referenčních bodů u sil a vazeb, které byly
větší než index nově vloženého bodu. Vlastnosti dvou nových úseků se převezmou
z původního úseku před rozdělením. Pokud vlastnosti nebyly na úseku konstantní,
pak se rozdělí v poměru, ve kterém nový bod rozdělil původní úsek. V neposlední
řadě se případné síly a vazby na rozdělovaném úseku přerozdělí do nových úseků
tak, aby se jejich poloha bezprostředně po rozdělení nezměnila.
Při vymazávání bodu se nejprve vymaže inkriminovaný bod Ai i s úsekem AiAi+1.
Dále, pokud bod Ai nebyl prvním bodem střednice, se předcházející úsek Ai−1Ai
se svými vlastnostmi přenese mezi původní body Ai−1, Ai+1. Nakonec se opět posu-
nou indexy referenčních bodů dotčených sil a vazeb.
3.2 Kótování
Do programu byly implementovány dva typy kót: ”přímé” udávají vzdálenost dvou
bodů v jedné souřadné ose a ”délkové” určují přímou (Eukleidovskou) vzdálenost
daných bodů.
První z nich (přímé kóty) jsou pro softwarové řešení značně výhodné. Jejich
největší výhodou je to, že umožňují zakótovat libovolnou úsečku pomocí tří přímých
kót ve směrech souřadných os x, y, z. Báze souřadného systému je ortogonální, proto
jsou i směry jednotlivých souřadných os navzájem nezávislé. Díky tomu se problém
kótování ve 3D prostoru dá převést na tři problémy kótování v 1D.
S druhým typem kót (šikmé kóty) je situace složitější. Obecně je totiž již v rovině
(2D) poloha bodu X určena vzdáleností od dvou již daných bodů (viz. obr. 3.2).
To pak vede na soustavu dvou nelineárních rovnic:
19
Obr. 3.2: Určení polohy ve 2D
(Ax −Xx)2 + (Ay −Xy)2 = d2
(Bx −Xx)2 + (By −Xy)2 = d2
S neznámými souřadnicemi bodu X = (Xx, Xy)
Analogicky v prostoru úloha vede na soustavu třech nelineárních rovnic o třech
neznámých souřadnicích bodu X = (Xx, Xy, Xz):
Obr. 3.3: Určení polohy ve 3D
(Ax −Xx)2 + (Ay −Xy)2 + (Az −Xz)2 = d2
(Bx −Xx)2 + (By −Xy)2 + (Bz −Xz)2 = d2
(Cx −Xx)2 + (Cy −Xy)2 + (Cz −Xz)2 = d2
Obecně by bylo třeba kontrolovat, zda není poloha nějakého bodu ”přeurčena”.
Tj. zda není jeho poloha určena více parametry, než je třeba. Tím pádem by mohly
být některé parametry určující polohu vzájemně ve sporu.
Dále by se musely uvažovat různé speciální případy vzniklé kombinací přímých
a šikmých kót.
Z důvodů všech výše zmíněných problémů a složitostí, které přináší užívání šik-
mých kót zcela obecně, bylo třeba v programu užívání těchto kót výrazně omezit.
Omezení šikmých kót spočívá v tom, že užijeme-li šikmou kótu mezi body A,B,
pak bude vyžadováno, aby mezi body A,B byly též dvě kóty přímé (respektive jedna
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přímá kóta pro 2D součást). Díky tomuto omezení je možné každou šikmou kótu
převést na délku ve směru jedné z os souřadného systému, ve kterém nebyla zadána
přímá kóta. Viz. obr. 3.4(pro rovinný případ):
Obr. 3.4: Převod šikmé kóty do směru osy ve 2D
3.2.1 Přidávání kót
Nejprve uvedeme kótování pomocí přímých kót.
Nechť je dáno n bodů Xj, kde j = 1, . . . , n. Před samotným kótováním je všech
n bodů rozděleno v každé ose i = 1, 2, 3 do systému n množin po jednom bodě.
Xj ∈Mij
Zadáme-li kótu mezi body A,B v ose i, pak se v i-tém systému množin ověřuje zda
zadané body leží v jedné množině.
A ∈Mia, B ∈Mib
Pokud a = b, pak je vzájemná poloha těchto bodů v i-té souřadné ose již určena
a nová kóta se nepřidá.
Pokud a 6= b, pak se všechny body množiny Mia nebo Mib posunou ve směru osy
i o vzdálenost d tak, aby platilo, že vzdálenost bodů A,B v dané ose i odpovídá
zadané kótě. Množiny Mia a Mib se sloučí do jedné.
Pokud je zadána šikmá kóta AB, tak se předně ověří omezující předpoklady;
tedy zda jsou zbylé dva parametry určující vzájemnou polohu bodů A,B přímé
kóty (potažmo zda je jejich vzájemná poloha dostatečně ”volná”, aby bylo možno
potřebné přímé kóty ještě později přidat).
Když přidání šikmé kóty AB neurčí vzájemnou polohu bodů A,B ve všech osách
ihned, tak se nová kóta pouze uloží do seznamu kót. V opačném případě se ze zbylých
přímých kót mezi body A,B a zadané délky |AB| spočte délka ve směru poslední osy
i. Dále se postupuje analogicky s případem přidání osové kóty (body jedné z množin
Mia, Mib se posunou v ose i do patřičné polohy a množiny se sloučí).
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3.2.2 Mazání kót a zakótovaných bodů
Vymazání kóty se řeší ve dvou krocích. Zaprvé vymazání kóty a jejího vlivu na mno-
žiny zakótovaných celků v jednotlivých osách. Zadruhé opravení vzájemných vztahů
mezi zakótovanými body.
V prvním kroku se určí množina bodů Mij v dané ose i, ve které leží body
zakótované kótou určenou k vymazání. Tato množina se opět rozdělí do soustavy
množin, kde každá obsahuje právě jeden bod původní množiny Mij.
V druhém kroku se pak projde seznam kót ovlivňujících rozměry v dané ose.
Stejným postupem jako při zadávání kót se tak postupně opět poslučují množiny
bodů, které již byly zakótovány.
Při vymazávání určitého boduX se postupuje tak, že se nejprve vymažou všechny
kóty obsahující bod X, poté se smaže i sám bod X.
3.3 Vykreslování součásti ve 3D
K 3D vizualizaci zadané součásti je v programu užito zobrazování v rovnoběžném
promítání.
Součást se zobrazuje postupným vykreslováním jednotlivých segmentů střed-
nice. Každý segment je jednoduchý geometrický objekt (válec, kužel, kvádr, komolý
jehlan). Pláště těchto objektů se parametrizují pomocí dvou parametrů: ”střednico-
vého”, který udává polohu na střednici a ”obvodového”, který udává polohu v rovině
kolmé na střednici v daném bodě. Takto parametrizované plochy se vykreslují po-
mocí tzv. malířova algoritmu. (viz. kapitola 2.4.)
Pro dosažení opticky lepšího výsledku je třeba zvolit, jakým způsobem se mají
zobrazovat přechody mezi sousedními segmenty v případě, že je mezi nimi ohyb.
Na tomto místě je vhodné podotknout, že zobrazovaný tvar přechodu nebude odpo-
vídat realitě. Protože v reálném případě by se musely uvažovat deformace původní
geometrie vlivem ohybu či jiného procesu výroby. To však není předmětem této
práce a jak již bylo uvedeno v úvodu, tak ani vzniklé koncentrace napětí či změny
parametrů v ohybech se z důvodu zjednodušení problému neuvažují.
Za vyhovující řešení by se dalo považovat takové, které spoj mezi dvěma seg-
menty jinak stejných parametrů vykreslí spojitě a bez vzájemných kolizí, tzn. že
pláště segmentu se neprotínají.
Jednoduché řešení, které vyhoví našim požadavkům, je oddělit sousední segmenty
rovinou symetrie vzhledem k jejich směrům (tj. rovinnou, ve které leží osa ohybu
sousedních segmentů a je kolmá k rovině, ve které směry těchto segmentů leží).
Vykreslovaný plášť segmentu se následně touto rovinou ”ořezává”. Tím je zabráněno
kolizím.
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Spojitost se zaručí tím, že se sestrojí rovina kolmá na směr segmentu, která
prochází jeho koncovým bodem. Prostor mezi kolmou rovinou a rovinou symetrie
se vyplní částí rotační plochy vzniklé rotací profilu kolem osy ohybu.
V případě, že mají profily různou velikost, se přechod v rovině symetrie vyplní
tak, aby byla zachována spojitost kreslené plochy.
3.4 Výpočet reakcí ve vazbách
Výpočtem reakcí ve vazbách rozumíme spočtení silových a momentových vektorů,
kterými se nahrazují vazby zadané součásti. Nejprve se vazby nahradí jednotkovými
silami/momenty v odpovídajících směrech avšak s neznámou velikostí. Z vazbových
reakcí a zátěžných sil se dále sestaví rovnice. Jejich tvar popisuje následující podka-
pitola. Nakonec se rovnice spočtou například užitím algoritmu GEM.
3.4.1 Sestavení soustavy statických rovnic
Při výpočtu silových a momentových reakcí ve vazbách se vychází z předpokladu,
že těleso je uloženo nepohyblivě. Má-li zůstat těleso v klidu, musí být výsledná síla
na něj působící nulová viz. kapitola 1.3 Statická rovnováha. Proto vektorový součet
všech sil
−→
Fi zatěžovací soustavy a silových reakcí
−→
Fri ve vazbách, musí být roven





Mri musí být roven nulovému vektoru.





















Nyní se uvedené rovnosti snadno rozepíší do souřadných os, čímž vznikne sou-
stava statických rovnic. Pro prostorovou úlohu lze obecně vzniklé rovnice zapsat
následovně:
Fx : Fvx + Frvx = 0
Fy : Fvy + Frvx = 0
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Fz : Fvz + Frvx = 0
Myz : Mvx +Mrvx = 0
Mxz : Mvy +Mrvy = 0
Mxy : Mvz +Mrvz = 0
Soustavu dále přepíšeme do tvaru AX = b, kde matice A obsahuje koeficienty
určující vliv jednotlivých vazbových reakcí na síly a momenty v jednotlivých osách.
Sloupcový vektor X je vektor velikostí neznámých vazbových reakcí. Vektor pravých










Pozn.: Pro rovinné úlohy je 3., 4. a 5. rovnice triviálně splněna a dá se tedy
vypustit. Pro lepší názornost uvedeme příklad soustavy AX = b na rovinné úloze.
























3.4.2 Řešení soustavy rovnic = Gaussova eliminační metoda
K řešení vzniklé soustavy lineárních rovnic je užito Gaussovy eliminační metody
s částečným výběrem hlavního prvku.
Algoritmus Gem s částečným výběrem hlavního prvku:
Nechť je dána soustava lineárních rovnic AX = b, kde A je čtvercová matice
n× n
for k := 1 to n− 1 do
begin
Nalezení indexu l, pro který platí |alk| = maxk≤i≤n |aik|
Výměna l-tého a k-tého řádku v matici A a hodnoty v b.




for j := k + 1 to n do aij := aij −mikakj;
bi := bi −mikbk;
end
end
3.5 Průběhy sil a momentů po střednici
Tvar a vlastnosti součásti jsou v programu uchovávány ve formě posloupnosti úseků
střednice. Každý úsek má zadaný svůj kolmý průřez, polohu, atd. Informace o za-
těžovacích silách (momentech) a vazbách se uchovávají v samostatných seznamech.
Tento tvar uchovávaných dat byl vhodný pro editaci součásti. Pro vykreslování prů-
běhů sil a momentů je však vhodnější body střednice, zátěžné síly a kóty s jejich
působišti převést do jedné posloupnosti bodů. Tuto posloupnost budeme dále nazý-
vat křivkou významných bodů.
Body původní střednice se i se svými vlastnostmi překopírují do nového seznamu
bodů. Do této posloupnosti se dále zařadí body, ve kterých na střednici působí zá-
těžné či vazbové síly a momenty. V nově přidaných bodech se doplní údaje o průřezu
v daném místě.
3.5.1 Spočtení průběhů
Nechť X je bod na střednici Γ (X ∈ Γ). Uvažujme fiktivní řez vedený bodem X
kolmo ke střednici. Tímto řezem rozdělíme střednici Γ na dvě části Γ1 a Γ2. Počítat











MX do složek ve směrech x, y, z obdržíme šestici parametrů
(N, Ty, Tz,Moy,Moz,Mk), které se označují jako VVÚ.
Síla
−→
FX musí vykompenzovat všechny zbylé síly na střednici Γ1. Protože se v pro-














Díky tomu, že křivka významných bodů je silově zatížena jen ve významných
bodech, které obsahuje, tak je zřejmě průběh síly mezi libovolnými sousedními vý-
znamnými body Ai, Ai+1 vždy konstantní. Toho s výhodou užijeme při vykreslování





Průběh momentů sice na každém úseku konstantní není tak jako průběh sil, ale
má jinou vlastnost, která se v dalším využije.




AB, který má vykompenzovat mo-
ment od osamělé síly
−→
F . Viz. obr. 3.5
Obr. 3.5: Ilustrace vzájemné polohy síly a úsečky
−→
M = −→r ×−→F














i (ryFz − rzFy) +−→i (rzFx − rxFz) +−→i (rxFy − rxFz)
Upravíme složku ve směru osy x:
Mx = ryFz − rzFy = (rAy − t · rABy)Fz − (rAz − t · rABz)Fy =
= (rAyFz − rAzFy)− t(AByFy − ABzFy) = MAz − t ·MABz




MA − t · −−→MAB
Získaný vztah ukazuje, že průběh momentů je na každém úseku lineární. Pro každý





3.5.2 Algoritmus určení sil a momentů po střednici Γ









AB . . . hodnoty ukládané pro i-tý úsek−→
Fi a
−→
Mi . . . síly a momenty, působící v i-tém bodě
n . . . počet významných bodů


























3.5.3 Vizualizace spočtených průběhů sil a momentů
Pro strojařskou praxi je podstatné rozlišovat v jakém směru působí spočtené prů-
běhové síly na střednici. Standardně se síly rozkládají do složek:
- tahových/tlakových . . . síla ve směru střednice
- smykové . . . síly působící kolmo na střednice
Podobně i momenty působící na střednici rozkládáme na:
- ohybové . . . vektor momentu leží v kolmé rovině k danému místu střednice
- krutové . . . vektor momentu má tečný směr ke střednici v daném místě
Průběh každé složky se zakresluje do nového obrázku. Pro lepší názornost se nej-
prve vykreslí celá střednice. Hodnota průběhu se následně vykresluje na střednici
do kolmého směru v daném bodě.
3.5.4 Průběhy napětí
Každé složce VVÚ (N, Ty, Tz,Moy,Moz,Mk) tělesa odpovídá určité napětí:
- N normálová síla . . . normálové napětí σN ,
- Ty, Tz posouvající síly . . . smykové napětí tauy, tauz,
- Moy,Moz ohybový moment . . . ohybové napětí σoz, σk,
- Mk kroutící moment . . . smykové napětí od krutu tauk,
K výpočtu hodnoty napětí nám poslouží vzorce odvozené v pružnosti pevnosti:
- σN = FtS , kde S je plocha průřezu,
- τ(z) = TUyS1(z)
b(z)Jy
, kde UyS1 je statický moment plochy S1 k neutrální ose, z




z, kde Jy, Jz osové kvadratické momenty,
- τ(ρ) = Mk
JP
ρ, kde JP je polární kvadratický moment, ρ vzdálenost od střednice.
V každé složce nás bude zajímat pouze maximální hodnota (potenciálně kritické
místo).
Při vykreslování průběhu napětí se postupuje podobně jako při vykreslení prů-
běhů sil s tím rozdílem, že průběhy napětí již obecně nejsou na střednici po částech
konstantní ani lineární. Na každém úseku střednice se tedy zavede ekvidistantní dě-
lení. Ve vzniklých bodech se na základě vlastností profilu a sil (případně momentů)
spočte hodnota příslušného napětí. Hodnoty se proloží lineárním splainem a vykreslí
ve směru kolmém ke střednici.
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4 POPIS PROGRAMU
Program je napsaný v programovacím jazyku C#. Jako rozhraní s uživatelem užívá
WinForm. Program je psaný v duchu objektového programování a je rozčleněn
do menších objektových celků. Tato kapitola se však bude věnovat popisu programu
spíše z uživatelského pohledu. Proto zde nejprve uvedeme základní popis programu.
Poté rozebereme zadávání součásti a zobrazování spočtených průběhů. Vše pro ná-
zornost nejprve uvedeme pro jednoduché 2D příklady. Nakonec uvedeme odlišnosti
při práci s 3D součástí.
4.1 Úvodní okno programu
Po spuštění programu se objeví úvodní okno viz. obr.
Obr. 4.1: Úvodní okno programu
Na horní liště se nachází standardní hlavní menu. Záložka File obsahuje volbu
pro založení 2D nebo 3D součástí. Založením nové součásti dojde k vymazání do-
posud zadané součásti v editačním okně a tím i případné ztrátě dat. K uchování
vytvořených součástí slouží další položka Save.
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Obr. 4.2: Hlavní menu - File
Po zvolení volby Save je uživatel formou dialogu vyzván k volbě cesty a názvu
souboru. Po zadání názvu a potvrzení volby, se požadovaný soubor vytvoří a sou-
část se do něj uloží. Pokud již soubor existoval, je uživatel dotazován zda soubor
přepsat. Každá součást se ukládá do vlastního souboru s přednastavenou příponou
.2D respektive .3D. Ze zadané součásti se ukládá geometrický tvar, kóty, zátěžná
soustava a vazby. Informace o aktuálním nastavení a stavu nástrojů se neukládají.
Obr. 4.3: Save dialog
Volbou Load dojde k opětovnému načtení součásti. Opět je užito standardizo-
vaného dialogu pro vyhledání požadovaného souboru. Stejně jako v předchozím je
požadováno, aby načítané soubory měly adekvátní typ .2D respektive .3D. Open
dialog sám nabízí soubory vždy jen jednoho typu a to podle toho v jakém režimu
se aktuálně nachází program.
V druhé záložce hlavního menu Options je možné měnit režim, ve kterém pro-
gram právě pracuje.
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Obr. 4.4: Hlavní menu - Options
V řádku pod hlavním menu se nachází panel nástrojů (viz. obr. 4.5). Na tomto
místě jen stručně uvedeme význam jednotlivých nástrojů. Konkrétní použití bude
blíže vysvětleno v podkapitole 4.2Zadávání součásti.
Obr. 4.5: Panel nástrojů
Ikony mají pořadě tyto významy:
• bod - slouží k vytváření bodu na již existující úsečce
• úsečka - prodlouží střednici novou úsečkou
• přímá kóta - zakótuje dva body pomocí přímé kóty
• šikmá kóta - zakótuje dva body pomocí šikmé kóty
• profil - umožňuje zvolit požadovaný tvar příčného průřezu
• parametry průřezu - parametry charakterizující rozměry příčného průřezu
• změna průřezu - udává zda se rozměry příčného průřezu na daném úseku mění
nebo zůstávají konstantní
• vazba - nabídka typů vazeb
• zátěž - nabídka typů zátěže
• velikost zátěže - udává velikost zátěžné síly F [N ] nebo momentu M [Nm]
• směr zátěže - udává zda má být zátěžná síla stále kolmá ke střednici
• přiblížení - přiblíží pohled
• oddálení - oddálí pohled
Za panelem nástrojů následuje editační okno. Pro 2D režim je v něm vykreslena
souřadná soustava X,Y v jednotkách [mm]. V levém dolním rohu se nachází sta-
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vový řádek tohoto okna, který udává, v jakém režimu se nacházíme a jaká soustava
souřadnic je právě vykreslena.
Obr. 4.6: Stavový řádek
4.2 Zadávání součásti
Pro jednoduchost předpokládejme, že chceme zadat 2D součást.
Editace střednice:
Začneme spustěním programu, případně zadáním volby v hlavním menu na vy-
tvoření nové 2D součásti. Můžeme si povšimnout, že v editačním okně se v počátku
souřadné soustavy nachází křížek - to je první bod nové střednice. Další body při-
dáme pomocí nástroje Úsečka. Protože je v tomto programu přípustné zadávat jen
součásti jejichž střednice je lomená čára, je potřeba, aby se nové úsečky přidávaly
vždy na jeden z konců střednice. V praxi tedy vybereme ikonu úsečky, pomocí myši
označíme jeden z koncových bodů střednice a následně zvolíme koncový bod úsečky.
Kliknutím na libovolný zadaný bod jej označíme a druhým kliknutím opět odzna-
číme. Pokud tlačítko myši na bodu držíme, můžeme s ním navíc libovolně posunovat.
Označené body je možné hromadně smazat klávesou Delete. Stisknutím klávesy ESC
je zase možné zrušit všechna označení.
Pomocí nástroje Bod lze na libovolném místě zadanou středice rozdělit novým
bodem (vybereme nástroj Bod a určíme místo na střednici).
Takto zadanou součást je třeba dopnit informacemi o příčných průřezech (profi-
lech). K tomu slouží nástroj Profil a jeho parametry. Každé nově vzniklé úsečce se
přiřadí vlastnosti zachycené v nástrojové liště - konkrétně aktuálně zvolený tvar pro-
filu, jeho rozměry a údaj, zda budou rozměry na novém úseku konstantní. Každý z
těchto údajů je možné měnit i později. Kliknutím na libovolnou úsečku ji totiž ozna-
číme (při druhém kliku odznačíme) a vlastnosti označené úsečky (úseček) se zobrazí
v panelu nástrojů. Každá změna parametrů v nástrojové liště se pak provede i v
označených úsecích.
Kótování:
Pro přímé i šikmé kóty se zadávají dva body, mezi kterými vznikne nová kóta.
Po zadání dvou bodů se objeví malé okno pro zadání velikosti kóty (velikost kóty
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může být libovolné nezáporné číslo). Nakonec se kliknutím myši určí, v jakém směru
se kótuje. Zároveň se tak určí vzdálenost kótovací čáry od kótovaných bodů. Kóty
je též možno označovat pomocí kliknutí na kótovací čáru. Držením tlačítka myši je
možné kótovací čáry posouvat. Klávesou Delete se označené kóty vymažou.
Při používání šikmých kót v tomto programu je třeba dbát následujícího omezení.
Pokud jsou body AB zakótovány šikmou kótou, pak body AB musí být zakótovány
přímou kótou ve 2D (dvěma přímými kótami ve 3D).
Umístění vazeb:
Vazby se umísťují kliknutím na vybraný typ vazby v nástrojích a následným
kliknutím na střednici. Vazby jsou automaticky nazývaný velkými písmeny abecedy
v pořadí, v jakém byly přidány. Po umístění je lze obvyklým způsobem posouvat
po střednici a mazat. Protože jsou některé typy vazeb závislé na směru střednice
v místě jejich umístění, není možné například posuvnou vazbu umístit do zlomu
střednice, kde není definovaný tečný směr.
Vzhledem k tomu, že si vazby pamatují svoji vzdálenost od nejbližšího předchá-
zejícího bodu střednice, je možné, že se při modifikaci části střednice s vazbou, tato
vazba dostane ”mimo” střednici. V takovém případě stačí vazbu libovolně posunout,
čímž dojde k přepočítání její polohy zpět na střednici.
Přidání zatížení:
Typ zatížení se vybere v panelu nástrojů. Dalším kliknutím na střednici se zatí-
žení daného typu a nastavené velikosti umístí. Zatížení jde klikáním na jejich půso-
biště obvyklým způsobem označovat, odznačovat, posouvat a mazat. Velikost zob-
razené síly respektive silové dvojice je úměrná velikosti dané zátěže. Velikosti sil
jsou udávané v Newtonech [1N ], velikosti momentů od silových dvojic jsou udávány
v jednotkách [Nm].
Pokud se jedná o zatěžnou sílu a nebylo v panelu nástrojů nastaveno, že má být
kolmá ke střednici, je možné tuto sílu otáčet kolem jejího působiště tažením jejího
koncového bodu.
4.3 Vykreslení součásti ve 3D
3D zobrazení součásti v tomto programu slouží pouze k lepší představě a názornosti
zadaných údajů. Viz. příklad na obr. 4.7
Součást zadanou pomocí její střednice je možné si vykreslit kliknutím na tlačítko
3D, které je umístěno hned pod editačním oknem. Zadaná součást pro toto vykreslení
nemusí obsahovat žádnou zátěž ani vazby.
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Obr. 4.7: Součást ve 3D pohledu
4.4 Rozbor úlohy
Poté co je celá součást zadaná, včetně vazeb a zatížení, je možné si nechat spočíst
vazbové reakce a vykreslit průběhy sil, momentů a napětí po střednici.
Výpočet zahájíme tlačítkem Rozbor. Program si spočte odebrané stupně volnosti
od vazeb a porovná je se stupni volnosti součásti. Pokud je rozdíl těchto čísel nenu-
lový, pak program rozbor přeruší a uživatele na nastalou situaci upozorní. V opač-
ném případě rozbor pokračuje. Počítač sestaví a vyřeší rovnice statické rovnováhy.
Spočtené vazbové reakce se vypíší do textového pole vedle tlačítka Rozbor (viz. obr.
4.8). Rovnice jsou zapsány v maticovém tvaru A ∗ X = b, kde ve vektoru X jsou
zapsány hodnoty vazbových reakcí. Hodnoty sil jsou vyčísleny v mm a momenty
v Nmm
Ze spočtených vazbových reakcí dále program spočte hledané průběhy silové, mo-
mentové a průběhy příslušných napětí. Pro případ součásti ve 2D je těchto průběhů
celkem šest. Vykreslují se vždy po dvou. První z dvojice je silový (nebo momentový)
průběh a druhý je průběh příslušného napětí. Viz. následující ukázka:
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Obr. 4.8: Zápis rovnic statické rovnováhy
Obr. 4.9: Normálová síla N a napětí σ
4.5 Práce s 3D součástí
Přepnutím do 3D v hlavním menu, stejně tak jako založení nové 3D součásti, přinese
řadu změn. Předně ve stavovém řádku editačního okna přibydou značky pro zbylé
dvě roviny XZ a Y Z (viz. obr. 4.12). Jejich zakliknutím se přepne editační okno
do příslušného pohledu.
Při vytváření nových bodů se jejich třetí (aktuálně nezobrazená) souřadnice před-
nastaví na nulovou hodnotu. Vytvoření a editace součásti se pak v jednotlivých
pohledech od práce s rovinnou součástí příliš neliší.
Používané vazby mají nyní charakter prostorových vazeb viz. tabulka použitých
vazeb.
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Obr. 4.10: Posouvající síly T a smykové napětí τ
V nabídce zátěže přibyla dvojice sil ležící v kolmé rovině ke střednici, které
součást umožní zatížit kroutícím momentem.
Vykreslení součásti ve 3D se opět spustí tlačítkem 3D. Rozbor bude obsahovat
průběhy stejných sil, momentů a napětí rozepsaných do složek lokálních souřadných
systémů střednice.
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Obr. 4.11: Ohybový moment Mo a ohybové napětí σo
Obr. 4.12: Stavový řádek
36
5 ZÁVĚR
V bakalářské práci bylo dosaženo vytvoření programu, který zobrazuje průběhy VVÚ
jednoduchých staticky určitých prutových těles, zadaných uživatelem. Program tedy
vizualizuje základní úlohy statického namáhaní (např. nosníků).
Program umožňuje řešit úlohy ve 2D tak i 3D. Obsahuje jednoduché kótování
zadaných součástí a umožňuje používání základních vazeb a zatěžovacích sil (respek-
tive momentů). Zadané součásti mohou mít základní tvary příčného průřezu, jehož
rozměry se mohou lineárně mněnit s polohou na střednici součásti. Zadané úlohy je
možné editovat, ukládat a opětovně načítat. K samotné vizualizaci program zadání
vykreslí ve 3D pohledu, spočte vazbové reakce za předpokladu statické určitosti a
nakonec vykreslí průběhy VVÚ a příslušných napětí.
Textová část práce uvádí základní poznatky a pojmy ze statiky a pružnosti. Dále
popisuje základní grafické algoritmy související s programovou částí. Největší část
textu je věnována popisu stěžejních algoritmů softwarového řešení.
Vytvořená práce (softwarové řešení) nedává přesná řešení zadaných úloh, pro-
tože není ani koncipovaná jako výpočtový nástroj. Práce by měla sloužit jen jako
názorná ukázka souvislostí mezi různými typy zatížení a charakterem namáhání,
které vznikne v reakci na dané zatížení.
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SEZNAM SYMBOLŮ, VELIČIN A ZKRATEK
PP Pružnost Pevnost




VVÚ výsledné vnitřní účinky
WinForm Windows Form
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